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Re´sume´
L’objectif de cette note est de proposer un mode`le mathe´matique simple permettant
de comprendre l’arreˆt de la pe´ne´tration d’un flux de vapeur d’eau condensable
sur un mur de be´ton, observe´ expe´riementalement (voir par exemple les diffe´rentes
expe´riences d’injection de vapeur dans du be´ton pre´sente´es dans [11], et [7]). Un
mode`le homoge´ne´ise´ simple d’injection dans un milieu poreux est propose´, donnant
une borne pour la position asymptotique en temps du front de pe´ne´tration.
The aim of this paper is to propose a simple mathematical model to understand
the decision of the penetration of a stream of water vapor condensing on a concrete
wall, observed experimentally (see for example the situations described in [11], et
[7]). A simple homogenized model for the injection in a porous medium is proposed,
giving a bound for the asymptotic-time position at the front of penetration.
1 Introduction
Un mode`le simple d’injection d’un fluide condensable incompressible dans un
milieu poreux empli d’un autre fluide incompressible est pre´sente´ dans [9].
Pour cela les auteurs ont adapte´ a` cette situation un autre mode`le (cf. [8])
qu’ils avaient obtenu par homoge´ne´isation a` partir du syste`me de Navier-
Stokes et qui de´crivait l’injection isotherme d’un fluide incompressible non
condensable dans un milieu poreux empli d’un autre fluide incompressible.
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L’adaptation consistait a` de´finir la vitesse du fluide condensable entrant comme
somme de la vitesse qu’il aurait s’il n’e´tait pas condensable ( donc ve´rifiant la
mode´lisation de´crite dans [8]) et d’un terme de ”recul” traduisant la diminu-
tion de volume provoque´e par la condensation.
Cela leur a permis notamment de montrer que la vitesse du de´placement de
l’interface entre les deux fluides e´tait de´croissante et asymptotiquement nulle
pour les temps infinis.
Ainsi ils purent avancer une explication pour expliquer l’arreˆt observe´ expe´rimentalement
de l’avance´e d’une vapeur condensable injecte´e dans du be´ton. Explication qui
comple`te celle qui e´tait jusqu’alors donne´e dans la litte´rature pour expliquer
ce phe´nome`ne : a` savoir, la formation d’un ”bouchon” de condensation (voir
par exemple [4],[11] ou [7]).
Tout cela est par ailleurs de´veloppe´ et de´taille´ dans la the`se de Zeltz (cf. [12])
.
La de´marche adopte´e par ces auteurs, brie`vement re´sume´e, est la suivante :
Ils conside´rent que la condensation provient essentiellement de la diffe´rence
entre la pression re´elle et la pression de vapeur saturante du fluide.
Et que donc cette condensation ne se fait pas uniquement au niveau de l’inter-
face entre le fluide injecte´ condensable et le fluide re´siduel non condensable.
Mais qu’elle se fait de fac¸on homoge`ne dans toute la portion poreuse mouille´e
par le fluide injecte´.
Plus pre´cise´ment, le terme utilise´ par ces auteurs pour mode´liser ce recul est
de la forme line´aire δV (t), V (t) e´tant le volume du fluide entre´ a` l’instant t
et δ un coefficient lie´ a` la capacite´ de condensation du fluide conside´re´, a` la
tempe´rature donne´e.
L’ide´e pre´cise sur laquelle repose ce choix peut s’exprimer ainsi :
Si pi repre´sente la pression applique´e a` la vapeur injecte´e et pvs la pression de
vapeur saturante, la diffe´rence pi− pvs est constante puisqu’en condition iso-
therme pvs est constante. Or la condensation est proportionnelle a` pi− pvs
(cf. par exemple [5]). Et donc dans ces conditions, la quantite´ de fluide qui se
condense dans le milieu poreux est effectivement et uniquement proportion-
nelle au volume du fluide de´ja` entre´.
La question e´tudie´e dans les paragraphes qui suivent est celle-ci :
En gardant le point de vue qui vient d’eˆtre de´crit, le re´sultat obtenu dans [9]
(de´ce´le´ration progressive de l’avance´e du fluide condensable injecte´ jusqu’a` une
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vitesse nulle ) est-il ge´ne´ralisable dans le cas d’une injection non isotherme ?
1.1 Description du milieu poreux et des autres hypothe`ses
Le but principal de cette e´tude est d’obtenir une mode´lisation a` la fois simple
et fiable d’une injection de vapeur dans une enceinte en be´ton empli d’air
humide.
La structure poreuse envisage´e et les hypothe`ses physiques ont donc e´te´ choi-
sies en fonction.
La mode´lisation de la structure poreuse est celle qui a e´te´ utilise´e dans [9] et
dans [8] :
Les pores ont la forme de ”slits”, c’est-a`-dire de fentes tre`s fines. Ils sont










Figure 1. Sche´matisation du milieu poreux




avec e << h << L.
L’e´coulement dans ces slits peut alors eˆtre assimile´ a` un e´coulement de Hele-
Shaw, c’est-a`-dire un e´coulement visqueux entre deux plans paralle`les voisins.
Ce qui permet, en proce´dant de la meˆme manie`re que dans [10], de se ramener
a` des pores 2D (x2, x3) ∈ Ω =]0, L[×]0, h[ du plan (O,
−→x2,
−→x3).
Un tel pore est sche´matise´ dans la figure 2.
Le milieu poreux, et donc aussi chacun des pores, est initialement rempli d’un
premier fluide re´siduel fr a` pressions et tempe´ratures ambiantes. Ce fluide
est suppose´ newtonien, visqueux et incompressible. Cela peut eˆtre conside´re´
comme e´tant le cas pour de l’air en de´placement lent, car alors sa compressi-
bilite´ est ne´gligeable (pour la validite´ de cette approximation, on pourra voir
par exemple [2]).
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Figure 2. Sche´ma d’un pore.
Le fluide injecte´ fi est aussi newtonien, visqueux et incompressible. Il a la
proprie´te´ supple´mentaire qu’il se condense lorsque sa pression de´passe la pres-
sion de vapeur saturante. C’est le cas de la vapeur d’eau. Ses pressions et
tempe´ratures a` l’injection sont constantes et suppose´es tre`s supe´rieures aux
pressions et tempe´ratures ambiantes.
Dans la suite, la notation suivante sera syste´matiquement utilise´e : ce qui se
rapporte au fluide re´siduel fr sera indice´ par r et ce qui se rapporte au fluide
injecte´ fi par i.
Pour les viscosite´s ηi et ηr des deux fluides en jeu, elles sont assez voisines
pour pouvoir les confondre, ce qui est le cas en particulier pour l’air humide
et la vapeur d’eau (cf. [6]). Donc ces viscosite´s sont suppose´es ve´rifier :
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ηi(x2, x3, t) = ηr(x2, x3, t) =: η(x2, x3, t) dans Ω×]0, T [ .
Puisque ceux-ci sont essentiellement sous phase gazeuse, les tensions superfi-
cielles sont ne´gligeables et il n’en est donc pas tenu compte.
De meˆme, les forces de gravitation peuvent eˆtre conside´re´es comme minimes
pour des gaz e´voluant dans un tel milieu poreux, et sont donc ne´glige´es.
Les conditions d’immiscibilite´ des deux fluides en jeu, de transmission a` l’in-
terface (continuite´s de la vitesse et de la composante normale du tenseur de
contrainte) et d’adhe´rence aux parois (vitesse nulle au bord) sont celles qui
sont habituellement retenues dans ce genre d’e´coulement de fluides newtoniens
visqueux incompressibles.
Elles sont identiques a` celles de´ja` utilise´es dans [9].
Par contre, et c’est la seule diffe´rence dans les hypothe`ses avec celles adopte´es
dans [9], les conditions ne sont pas isothermes et l’e´volution de la tempe´rature
provoque´e par la conduction de la chaleur a` travers le milieu poreux est prise
en compte. Cela sera pre´cise´ par la suite.
1.2 De´veloppement asymptotique et caracte´risation de la vitesse
A tout instant t ≥ 0, le domaine Ω est re´union disjointe de la partie Ωr(t) en-
core emplie du fluide non condensable re´siduel et de la partie Ωi(t) de´ja` emplie
du fluide entrant condensable : Ω = Ωr(t) ∪ Ωi(t) avec Ωr(t) ∩ Ωi(t) = ∅ .
L’interface Γ(t) a` l’instant t correspond donc a` Ωr(t) ∩ Ωi(t) .
Cela est sche´matise´ dans la figure 3.
La vitesse ~v dans Ω peut eˆtre de´compose´e par :
~v(x2, z, t) =
−→w (x2, z, t)− k(x2, t)
−→x2
avec −→w et k ainsi de´finis :
– −→w repre´sente la vitesse qu’on aurait pour le meˆme proble`me mais sans
condensation.
– k(x2, t) est un re´el positif ou nul qui correspond a` la perte de vitesse pro-
voque´e par la diminution de volume qu’entraine la condensation.
Les de´veloppements asymptotiques sont e´crits en fonction de ε = h << L
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Figure 3. Injection de la vapeur dans le pore.
a` partir du domaine Ωε =]0, L[×]0, ε[ .
Les inconnues que constituent la vitesse ~vε du fluide, sa pression pε et sa
viscosite´ ηε sont rede´finies sur Ω = Ω1 et de´pendent des variables x2, z =
x3
ε
et t, comme cela est fait classiquement dans la me´thode de re´duction introduite
par Ciarlet et al. (cf. [3]).













~vε(x2, z, t) =
∑
k≥0




A partir du syste`me de Stokes et comme cela est montre´ dans le chapitre 4
de [12], le syste`me homoge´ne´ise´ obtenu en conside´rant uniquement les termes


































{η0k0(x2, t)} dans Ω×]0, T [
(1)
avec pour conditions initiales et au bord :


~v0(0, z, t) = (u00, 0) dans ]0, 1[×]0, T [
~v0(L, z, t) = (u0L, 0) dans ]0, 1[×]0, T [∫ 1
0 u00 dz = q sur ]0, T [
~v0(x2, z, t) = −k
0(x2, t)
−→x2 dans ]0, L[×{0, 1}×]0, T [
η0(x2, z, 0) = ηr sur ]0, L[×]0, 1[
η0(0, z, t) = ηi sur ]0, 1[×]0, T [
(2)
1.3 Comportement asymptotique de l’interface
L’obtention du comportement asymptotique de l’interface se fait en supposant
que la tempe´rature est donne´e par la solution de l’e´quation de la chaleur
mode´lisant l’e´volution de la tempe´rature provoque´e par conduction en milieu
unidimensionnel semi infini. Nous pre´ciserons d’abord les conditions initiales
et au bord de la tempe´rature et de la pression. L’e´volution de la pression de
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vapeur saturante en fonction de la tempe´rature est alors de´duite. Ensuite est
de´termine´e l’e´volution de pression soumise a` la vapeur a` l’inte´rieur du milieu
poreux. Nous de´finissons alors la fonction de condensation δ : (x2; t) 7−→
δ(x2; t). Cela permet de de´terminer la fonction k(x2, t) intervenant dans la
de´finition de la vitesse.
Finalement nous pre´cisons la position x2(z, t) de l’interface et nous e´tudions
son comportement asymptotique quand t tend vers +∞.
1.3.1 Conditions initiales et au bord
A l’entre´e E = {x2 = 0}, les tempe´ratures Θ et pressions p sont maintenues
a` partir de l’instant initial t = 0 aux valeurs constantes Θ(0, t) := ΘE et
p(0, t) := pE. De meˆme, apre`s la sortie S = {x2 = L}, la pression est maintenue
a` la valeur constante p(L, t) := pS.
Enfin, a` l’inte´rieur du milieu poreux, les conditions initiales de tempe´rature et
de pression sont les suivantes : Pour tout x2 ∈]0;L] : Θ(x2, 0) = ΘS et p(x2, 0) = pS .
En raison des proble`mes concrets qui sont mode´lise´s ici, ces valeurs ve´rifient :
ΘE > ΘS et pE > pS.
1.3.2 De´termination de la tempe´rature et de sa limite asymptotique
Les transferts de chaleur dans le milieu poreux conside´re´ sont suppose´s se
faire uniquement par conduction thermique et non par convection. Cette ap-
proximation est valide si la pe´ne´tration du fluide dans le milieu poreux est
tre`s lente et si les tempe´ratures du fluide injecte´ de´passent 100◦C comme cela
est clairement e´tabli dans l’e´tude parame´trique re´sume´e pages 195 et suivantes
dans la the`se de Laghcha (cf. [7]). D’autres justifications de la validite´ de cette
approximation se trouvent par exemple dans [10] ou encore dans [1].
La tempe´rature Θ est donc suppose´e obe´ir uniquement a` une e´quation de
chaleur issue de la loi de Fourier.
Cette loi est suppose´e de plus unidirectionnelle, puisque les flux de fluides
dans les expe´riences conside´re´es sont oriente´s des masses chaudes de l’entre´e
vers les masses froides de la sortie.







ou` K est une constante strictement positive
de´pendant uniquement des proprie´te´s physiques du milieu poreux conside´re´,
en l’occurence la densite´, la conductivite´ et la chaleur spe´cifique du mate´riau
solide qui le constitue (cf. par exemple [6]).
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dans 0 < x2; 0 < t < T ;
Θ(0, t) = ΘE > ΘS pour 0 < t < T ;
Θ(x2, 0) = ΘS pour 0 < x2
(3)
Ce proble`me est classique et admet pour solution fondamentale (cf. [2] page
106) :











et impose donc la valeur suivante a` Θ(L, t) :











Remarque 1 : Pour tout x2 ∈ [0;L] : lim
t→+∞
Θ(x2, t) = ΘE et pour tout t fixe´
dans R+ : lim
L→+∞
Θ(L, t) = ΘS.
Remarque 2 : La viscosite´ pour un fluide donne´ n’e´tant fonction que de la
tempe´rature, et celle-ci e´tant ici fonction uniquement de x2 et de t, la viscosite´
commune des deux fluides ve´rifie donc :
η(x2, z, t) = η(x2, t) dans Ω×]0, T [
1.3.3 Evolution de la pression de vapeur saturante et de sa limite asympto-
tique
En supposant que la vapeur en jeu se comporte comme un gaz parfait, la
formule de Clapeyron (cf. encore [6]) permet d’e´valuer la pression de vapeur







Θ0 : tempe´rature d’e´bullition de la substance a` une pression p0 donne´e, en
degre´s Kelvin.
pvs : pression de vapeur saturante, dans la meˆme unite´ que p0
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λ : une constante strictement positive de´pendant de la masse molaire et de la
chaleur latente de la substance.
En prenant pour tempe´rature de re´fe´rence Θ0 la tempe´rature ΘS et en notant
πS la pression pour laquelle le fluide fi est a` e´bullition a` la tempe´rature ΘS,







ou` λi est la constante λ associe´e a` ce fluide fi.
Compte-tenu de la Remarque 1, il vient :
Pour tout x2 ∈ [0;L] : lim
t→+∞


















= 0 dans Ω×]0, T [ dans le syste`me 1, obte-
nue par homoge´ne´isation a` des e´quations de Stokes (cf. [9] et [12] par exemple)
permet de calculer la pression pi impose´e a` la vapeur (qui est dans la suite
confondue avec sa pression essentielle p0, le terme d’ordre 0 de son de´veloppement
asymptotique).
v02 ve´rifiant le syste`me 1 est donne´e par (voir proposition 15 p. 52 [12]) :
v02(x2, z, t) = q
P (x2, z)
R(x2)
− k0(x2, t) (4)
ou` les fonctions P et R sont ainsi de´finies :







































En utilisant la Remarque 2, un calcul simple montre que :











v02(x2, z, t) = q(z − z
2)− k0(x2, t) (5)
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} = −2qη0(x2, t) .
Donc la pression de la vapeur injecte´e ve´rifie :
pi(x2, t) = −2q
∫ x2
0
η0(ζ, t)dζ + pE (6)
Il reste a` pre´ciser la viscosite´ η(x2, t) = η
0(x2, t) pour pre´ciser cette pression.
Or elle-meˆme de´pend de la tempe´rature suivant la loi de Sutherland (cf. [6]) :






ou` l’on note ηΘE la viscosite´ du fluide a` la tempe´rature d’entre´e ΘE et ou` Ψ
est une constante de´pendant du fluide visqueux conside´re´.
Il en re´sulte que pour tout x2 ∈ [0;L] : lim
t→+∞
η0(x2, t) = η
0(x2,∞) = ηΘE
Mais par ailleurs, la pression pi de la vapeur injecte´e de´croit jusqu’a` la valeur
pS qui est impose´e par la sortie, et reste donc ensuite constante a` cette valeur.
Donc, en tenant compte de cette remarque et en passant a` la limite dans 6, la
pression pi tend vers une limite asymptotique pi(x2,∞) := lim
t→+∞
pi(x2, t) ainsi
de´finie d’apre`s 6 :









Remarque 3 : La pression asymptotique pi(x2,∞) obtenue par cette mode´lisation
est donc essentiellement une fonction affine de´croissante de la variable d’es-
pace x2. Cela est en assez bonne correspondance avec le comportement de la
pression observe´e dans les diffe´rentes expe´riences d’injection de vapeur dans
du be´ton faites par Shekarchi et par Laghcha dans leurs the`ses respectives [11],
et [7]. Voir par exemple les figures V.29 et V.30 page 202 de [11] et les figures
IV. 6 et IV. 7 pages 186-187 de [7].
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1.3.5 De´termination de la fonction de condensation δ et de sa limite asymp-
totique
Nous avons suppose´ que la condensation se faisait continuement jusqu’a` l’avance´e
du front et non seulement au niveau de celui-ci.
En effet, le phe´nome`ne de condensation de la vapeur provient essentiellement
de l’existence d’une diffe´rence positive entre la pression impose´e au fluide et
sa pression de vapeur saturante (cf. par exemple [5]).
Et cet e´cart est pre´sent sur toute la partie mouille´e par le fluide condensable
injecte´, et pas seulement au niveau de l’interface avec le fluide re´siduel.
Aussi le calcul de la fonction de condensation δ est le suivant :
Soit pi la pression initiale de la vapeur injecte´e.
La vapeur qui se condense est celle qui est ne´cessaire pour que pi prenne la
valeur de la vapeur saturante pvs(Θ).





Le passage a` la limite donne pour tout x2 ∈ [0;L] : lim
t→+∞


























Remarque 4 : Comme cette e´tude s’interesse avant tout au comportement
asymptotique lorsque le temps t tend vers l’infini, t est suppose´ dans la suite
assez grand pour pouvoir approximer δ(x2, t) par δ∞(x2).
1.3.6 De´termination de la vitesse de recul de l’interface
Pour un z fixe´ dans [0; 1] et pour un instant t fixe´, soit x2 = x2(z, t) la position
correspondante de l’interface entre le fluide re´siduel et le fluide condensable.
Suite a` la condensation du fluide condensable pre´sent sur l’horizontale de cote
z entre x2 = 0 et x2 = x2(z, t) , cette interface subit une recule´e dont la vitesse




1.3.7 Comportement asymptotique de x2(t, z)
Comme dans le cas isotherme envisage´ dans [9] et [12], montrons que la posi-
tion de l’interface est borne´e pour tout temps.
D’apre`s 5 la vitesse est donne´e par :
v0(x2, z, t) = w0(z)− k0(z, t),
la position x2(z, t) a` l’instant t de l’interface entre les deux fluides qui e´tait en
M(x2 = 0, z) a` l’instant t = 0 ve´rifie donc :
x2(z, t) = w0(z)t−
∫ t





Et puisque pour les grands temps nous avons :






































Et donc dans ce cas nous avons :
lim
t→+∞

































En se plac¸ant dans des conditions non isothermes, avec un mode`le tre`s simple
pour la tempe´rature, le comportement global de´ja` obtenu dans des conditions
isothermes dans (cf. [9] et [12]) est maintenu :
S’il y a condensation du fluide entrant, la vitesse de l’interface entre le fluide
entrant et le fluide re´siduel de´croit progressivement vers 0 et la position du
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